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Antes de comenzar

Los autores declaran que la mayoria de este texto fue extraido del trabajo: “Desarrollo de un Software para la
Generacion de Mallas Estructuradas no Ortogonales con Aplicacion a la Simulacion Matemadtica de Yacimientos”
presentado por Ivan Eduardo Beltran Gonzalez como trabajo de titulacién por desarrollo de material didactico. Si el
lector desea profundizar sobre la construccion de la APP mallaPy_2D y sus posibles aplicaciones, se recomienda la
lectura de dicho material. Enlace:

http://www.ptolomeo.unam.mx:8080/xmlui/handle/RepoFi/18070

Generacion de mallas estructuradas en 2D

En este documento se abordan los conceptos tedricos relacionados a la generacion de mallas
estructuradas en 2D, de igual manera, se hace énfasis en dos métodos para generar este tipo de mallas.
El primero es la Interpolacion Transfinita y el segundo, el método de coordenadas de cuerpo ajustado que
implementa ecuaciones diferenciales elipticas (Thomson, Soni, & Weatherill, 1999).

Mallas estructuradas

Una malla se define como la representacion discreta de un medio continuo (dominio). Las mallas se
componen por nodos y elementos. Estas se pueden clasificar en: Estructuradas y no estructuradas.
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Figura 1. Ejemplo de malla. Modificado de (google.com)

Las mallas estructuradas son mallas con conectividad implicita que siguen un patrdn reticular donde los
nodos y elementos son faciles de identificar. Los elementos de este tipo de mallas, por lo regular, tienen
forma de cuadrilateros (2D) y hexaedros (3D).


http://www.ptolomeo.unam.mx:8080/xmlui/handle/RepoFi/18070
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Figura 2. Ejemplo de mallas numéricas. Modificado de (Colchado, 2022)

Las mallas estructuradas son preferibles para la implementacion de cddigos desarrollados que impliquen
ya sea diferencias o volumenes finitos, puesto que al aplicar las mismas, las matrices de coeficientes que
se generan quedan con una estructura bien definida.

Métodos para generar mallas estructuradas en 2D

Existen distintos métodos de mallado estructural. Los mas comunes son los algebraicos y los basados en
ecuaciones diferenciales. A continuacidon, se mencionan algunos de ellos.

Métodos de mallado estructural
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Figura 3. Mapa conceptual de los métodos de mallado estructural (Ruiz & Lopez).



Cabe mencionar que tanto los métodos algebraicos, como los basados en ecuaciones diferenciales tienen
la premisa de cambiar el sistema de coordenadas, de tal forma que sea mas facil generar los puntos que
conformardn el cuerpo de la malla. Ademas, es posible combinar los métodos antes mencionados, por
ejemplo, interpolacién transfinita con uno de ecuaciones diferenciales. En este sentido, el primero funge
como una aproximacion inicial y el segundo para suavizar la malla.

Interpolacidn Transfinita

Consiste en aplicar una serie de ecuaciones algebraicas que generen los puntos internos de la malla en
base a los puntos de sus fronteras. Para que esto sea posible, es necesario, transformar el dominio fisico
(x,y) a uno computacional (¢, 7).
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Figura 4. Transformacion del dominio fisico a computacional. Modificado de (google.com).

Al cambiar de coordenadas cartesianas (x, y) a curvilineas (¢, 1), se obtienen las ventajas de una malla
rectangular. Esto debido a que cualquier punto en el plano cartesiano tiene un equivalente con los ejes
curvilineos (¢, n). Sin embargo, se debe ser especifico en la distribucion de puntos en las cuatro fronteras
del dominio fisico, ya que cualquier cambio puede influir en la malla resultante.

Para comprender de mejor forma el rol que toman las fronteras en el mallado, considere un dominio
bidimensional representado por cuatro curvas, dos para ¢ = constante y dos paran = constante.

Las curvas se definen de la siguiente manera:

Curva C1:R(0,n) CurvaC3:R(1,n)

Curva C2:R(&¢,0) CurvaC4:R(§,1) ()
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Figura 5. Contornos de malla en dominios fisico y computacional. Modificado de (Selmin, 2022).

De la figura 5, se identifica que las cuatro curvas intersecan los puntos del dominio:

Sl = R(O;U) n R(E'O) SZ = R(S{: 0) n R(1;77)
53 = R(l'n) n R(f) 1) 54» = R(f: 1) n R(l:n)

(2)

En términos generales, cada vez que se desee implementar un método estructural de mallado, se debe
de realizar al menos cuatro cortes al dominio fisico y a cada uno de ellos asignarles una frontera. Para el
ejemplo de la figura 5, se puede asumir que el contorno de la malla inicia en el punto S1 y avanza en
sentido antihorario. Lo que da origen a las siguientes relaciones:

Frontera Puntos Curva
Sur S1-52 2 7\~
Este S2-S3 C3

Norte S3 -S4 ca 7~ \_~
Oeste S4-51 c1” -

Una vez identificadas las fronteras del dominio, en este caso curvas, se procede a delimitar los puntos en
las fronteras, de modo que los nodos en x sean igual a los puntos en las fronteras Sur y Norte; mientras
gue los nodos en y, a las fronteras Este y Oeste. Para lo anterior se pueden implementar métodos de



interpolacion cubicos o lineales si se tratase de polilineas. Finalmente, se aplican las ecuaciones de
interpolacion transfinita.

Para encontrar las ecuaciones que realizan la tarea de la interpolacién transfinita, considere que un
esquema de interpolacién unidimensional puede expresarse para un dominio bidimensional de la
siguiente manera:

Donde la ecuacidn (7) representa la interpolacién, ¢ = constante, similar paran = constante, la cual
se expresa como:

Ry(§&,m) = (1 =mR(,0) +nR(E, 1), 0=n=<0 (4)

Haciendo uso del operador booleano para sumar la ecuacion (7) y (8), queda:

Ry(&m) @ Ry(E,m) =Rg+ Ry —Rq * Ry, (5)

Aplicando algebra a (9) y asignando los subindices [, 7, b, t, a las fronteras left, right, bottom, top. La
ecuacién se puede reescribir como:

R m) =@ =8OR M) +ER-(m) + (1 —mR,(E) + MR(E)
—(1-8A —=mRL(0) — (1 = EMR(0) — (1 —n)éRL(1) (6)
— (EmMR(1)

Lo que es equivalente a:

x(&m =@ =Ox(m) +Ex-(m) + (1 =1)xp () + (Mxe(§)
— (A=A =mxp(0) = (A = HMxe(0) — (1 —méxp (1) (7)
— (Emx (1)

y&n =A -8y +&nm) + A —nyp(©) + My:(&)
-1 -0 -ny,(0) — (1 =y (0) — (1 —n)éyp(1) (8)
- Eny:(1)



1.1.1 Generaciéon de mallas por medio de ecuaciones diferenciales

Para generar una malla estructurada 2D se resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
(EDPs), con el fin de localizar los puntos al interior del dominio fisico. Estos sistemas pueden ser: elipticos,
parabdlicos e hiperbdlicos.

Cabe aclarar que el desarrollo matematico que viene a continuacién fue adaptado de la tesis de maestria:
Generacion de Mallas Numéricas para Geometrias Irregulares y Complejas (Teja, L., 2011).

Nétese la siguiente expresion:

o*¢ 9%  9*¢ 9 03¢
Claxz+baxay+cay2+da+ea+f¢+g—0 o)

Dondea, b, c,d, e, f y g pueden ser funciones de las variables independientes x e y, ademas de la variable
independiente ¢. Esta ecuacion se clasifica de acuerdo con los coeficientes:

Eliptica: b%? —4ac <0
Parabdlica: b? —4ac =0

Hiperbolica: b% — 4ac > 0

Para construir el sistema de EDPs con dos familias de lineas ortogonales se parte de la analogia de
transferencia de calor en sdlidos. Donde la primera y segunda familia de isolineas de temperatura
satisfacen las ecuaciones Laplacianas siguientes:

VZE=0 (10)

Vinp =0 (11)

Tomando la equivalencia entre el plano fisico y computacional se tienen:

x=x&mn), y=yEn), para 0<t<1, 0<n<1

Aplicando la regla de la cadena:



92 92 <6§)Z+2 92 (65 an)+;_22(an)2 (12)

0x? 0&%2\ox 0&0n \dx 0x ox

2 92 19&\? 92 (9Ean\ 9% (9n\2

T D) s G (3
dy* 0§*\dy d¢on \dy dy/ = an*\dy

Adaptando (16) y (17) con el operador Laplaciano, se puede escribir la siguiente expresion:

2

2 2 2 2 2 2
=5l +6) ) e an) () +G) )

La ecuacidn (18) se puede reescribir de la siguiente manera:

0%x 0%x N 62x . |2( ax )

TR v M g e L P (15)
0%y 0%y 0%y ,(0y 3y

w55~ W gy mi = VP (5P + 550)

(16)

Donde Py Q son funciones para controlar el espaciamiento de los nodos de la mallay J es el Jacobiano.

Por otro lado, a, 3,y se pueden expresar de la siguiente manera:

0%x
ag2 66 an
2 = 17
a 2%y + 20 y 0 (17)
a2 af a77

Partiendo de las siguientes aproximaciones:



0X  Xiy1,j — Xi-1, 0y Yi+1j ~YVij-1

i 208 an 2An
0%x  Xiy1j = 2X;; + Xi-,) 0’y Yij+1~ 2Yij + Yij1
0&2 A&? on? An?

2
0°%  Xixyj+1 ~ Xit1,j-1 ~ Xi—pj+1 T Xi—1,j-1
asn 4A&An

0%y _Yitrj+1 ~ Yivrj-1 ~ Yicnj+r F Yic1j-1
dén 4A%An
De las ecuaciones (19) y (20), se puede expresar lo siguiente:

a'[xi1j — 20 + xim ;] ¥ [xi a1 — 20 + X joq ] = 28 [Xivn o1 — Xiorjer — Xiwnjo1 + Xiegjoa]
& [Vierj = 29ij + Vic| V' [Vijer — 290 + Vijo1] — 2B [Vierj+1 — Yicvj1 — Vierj-1 + Vi-1,j-1)

(18)

Se asume que A§ = An = 1. Porlo que &', B', ¥’ de (22) se pueden reescribir de la siguiente manera:

5 2
, (xl"j.}_l - xi,j—l) + (yi,j+1 B yi.j—l)
@ = (2)? -

2 2
, (xi+1,j - xi—l.j) + (yi+1,j - yi—l,j)
Yy = (2)2 (20)

g = (xi,j+1 - xi—l,j) + (xi,j+1 - xi,j—l) 4 (yi+1,j - yi—l,j) + (yi,j+1 - yi,j—l)
(4)? (4)?

(21)

Para resolver las ecuaciones (19) y (20), considere una variable genérica ¢ que representa a x, y. Por lo
cual, se obtienen la siguiente expresion:



1
apge + Yy — 28 +]_2(P¢f +0Q¢y) =0
(22)
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Figura 6. Plano fisico transformado. Modificado de (Teja, L., 2011)

Aplicando diferencias finitas a la ecuacion (22) y considerando la distribucion de los puntos de la figura 6,
se obtienen las siguientes expresiones:

e = Pet (5?2_ 20r (23)
g =B 28 o
gy =B85 201 -
gy =B = 20y~ 06)
o¢ = % (27)
8y = Bt (28)

Sustituyendo las ecuaciones (23), (24), (25), (26), (27) y (28) en (22), se obtiene,



br + dw — 2¢p by + ds —2¢p dne + bsw — 205 — dyw
“( A¢2 ) + ( Anz ) N ZB( 4AE/n ) (29)
(¢ ¢W> L (¢N ¢s>
] J2\ 248 J2\ 24n
Agrupando los términos de la ecuacion (29), se obtiene,
2a 2y P P Q
e (A_fz ) Pe (AEZ 2]2A§> Pw (AEZ ZJZAE) Pn ( 2]24n>
14 Q B B
+ &s (A_nz - 2]2An> ~NE Y pe A 24847 +bsE S pem 24&4n (30)
B B
+ ¢NW—2A€AW - ¢SW—2A€AU
Por simplicidad, la ecuacién (30) se puede expresar de la siguiente manera:
Apdp = A + Awdw + Aydn + Asds + Anedne + Aspbse + Avwdnw (31)

+ Asw dsw

Si A = An = 1, los coeficientes de la ecuacién (31) se pueden obtener de la siguiente manera:

P P 0
AE=2((Z+]/), AE=(X+§, sza_ﬁ, AN:Y-I—E (32)
As=y—L  Awp=- Age =E Ayw =& Agy = -5
s=Y 22 NE , SE NW = y SW >

Para fines de este material didactico se asume P = Q = 0, lo que significa que no existe atraccién de
lineas en las fronteras de la malla. Por ende, las expresiones anteriores se simplifican a:

Ap =2(a +y), Ap = q, Ay, =aq, Ay =7, As=vy (33)
B B B B
Ang = % Asp = 2 Ayw = 2 y Asw = )

Para aplicar las ecuaciones en la generacién de mallas numéricas en dos dimensiones, primero se genera
una malla inicial con Interpolacién Transfinita, posteriormente, se calculan los pardmetros a, f3,y, se
resuelven los coeficientes AP, AE, AW, ..., ASW, se ensambla una matriz y finalmente se aplica un solver
para obtener la malla refinada. Todo este procedimiento se ejecuta internamente en la aplicacion
MallaPy_2D V.1.0.
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